BOLUM 3
DONEMLI DALGA SEKILLERININ ANALIZI (COZUMLENMESI)

2. Boliimde verildigi gibi T donemli bir f(t) islevi eger Dirichlet kosullarini gercekliyorsa tiim
terimleri FS ile gosterilebilir.

f(t) = %ao + i [a, cos(nwot)+ b, sin(nwot)] (3.1)

burada wo temel frekanstir ve w, =2n/T dir.

3.1 ISLEV TURLERI
3.1.1 Tek islevler (odd functions)

f (— t) =—f (t) seklindeki islevlerdir. Bu islevler diisey eksen boyunca ters bakigimlidir. Tek
islevlerde a, =0,a, =0 dir. Bu islevlere 6rnek olarak sin(t) ve f (t) =-t islevleri
gosterilebilir (Sekil 3.1).

3.1.2 Cift islevler (even functions)

f (— t)= f (t) seklindeki islevlerdir. Diisey eksen boyunca bakisiktirlar. Cift islevlerde, siniis
iceren katsayilar sifirdir. Yani b, =0 dir. Bu islevlere 6rnek olarak cos(t) ve |t| islevleri
gosterilebilir (Sekil 3.2).

Herhangi bir islev tek ve ¢ift islevlerinin toplam1 seklinde yazilabilir.
f(t)=1£,(t)+£,(t) (3.2)

(3.2) bagintisinda t—-t konursa:

I
f() f£(t)
f(—t)=f,(t)-£,(t) (3.3)

(3.2) ve (3.3) bagintilar bir kez taraf tarafa toplanip bir kez de taraf tarafa ¢ikarilarak
1
0= L[+ (1)

> (3.4)

elde edilir [fe(t), f(t) islevinin ¢ift; fi(t), f(t) islevinin tek bilesenidir].
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Ornek 1

Denklemi;
f(t) _ {exp(t) t>0
0 t<0

ve Sekli 3.3a da verilen islevi tek ve ¢ift bilesenlerine ayirimiz.

Verilen bagintida t=-t konursa,

f(— t) 3 {exp(— t) t>0

0 t<0

£ (t)= % [£(t)+ £(= 1)]
1 [[exp(=t) t>0] [0 (50
:E{ 0 b t<0j|+{exp(t) t<0}}
f(t)—l{exp(—t) t>0}_ %exp(—t) t>0
ST 2lexp(t)  t<0] lexp(t) o

2

olarak bulunur (Sekil 3.3b). Benzer sekilde,

£(0) =2 1) (- 1)
A0 e )
w0=5| 70y o) e

- %exp(t) t<0

elde edilir. Tek ve ¢ift bilesenlerine ayrilabilen islevlerin Fourier doniisiimleri siniis ve
kosiniis doniisiimleri kullanilarak kolaylikla bulunabilir. Buna ait diger bir 6rnek Boliim 5
Ornek 4 te verilmektedir.

3.1.3 Yarim bakisimh dalgalar

f(t)= —f(t + %Tj (3.5)
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bagintisina uyan iglevlerdir (Sekil 3.4). Yarim dénem icinde islevler yatay eksen boyunca tam
birbirlerinin tersidir (yarim donem i¢inde f(t) islevi -1 ile ¢arpildiginda ikinci yarim dénemde
alacagi degerdir).

3.2 BAKISIMLI ISLEVLERIN FOURIER KATSAYILARI

f(t) islevi T donemi ile yinelenen bir ¢ift islev ise Fourier katsayilar1 yanlizca kosiniislii
terimleri igerir. Sinilis igeren terimler sifir olur.

f(t) = %ao + i [a, cos(nwot)+ b, sin(nwot)] (3.6)
n=1
4 T/2
a, = T jf(t)cos(mwot)dt n=0,12,... (3.7)
0
w = 2_1.[:
COT

f(t) islevi T donemi ile yinelenen tek islev ise Fourier katsayilar1 yanlizca siniislii terimleri
igerir, kosiniislii terimler sifir olur.

f(t)= i [b, sin(nw ,t)] (3.8)
n=1
4 T/2
b, = ! £(t) sin(nw,t)dt (3.9)
w frd 2_1.[:
T
Ornek 3.2

f(ty=at -T/2<t<T/2 islevini (Sekil 3.5) ¢iziniz, FS ni bulunuz.

f(t=-t)=-at oldugundan islev tektir, bu nedenle kosiniis igeren terimler yani ao, a, katsayilari
sifirdir. Islev siniis serisine agilabilir. (3.8) ve (3.9) bagintilarindan yararlanarak,

4a T/2
b, = T J.t sin(nw,t)dt

n
0

degisken doniistimii yapilarak
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J-udv = U.V—J.Vdu
u=t dv= sin(nwot)dt
du =dt v = —[1/nw,]cos(nw,t)

T/2 T/2
t
=— cos(nw,t) — j - cos(nw,t)dt
nw, b hw,
T/2 T/2
1 1 1 .
=-— cos(nwot sm(nwot
nw, o |DW, nW, o
1 T/2
= sin(nw t) — tcos(nw,t)
nw, |nw, o

bn:4—a 1 1 sjn(nz—nzj—zcos(nz—nzj | sin(O)—O.cos(O)
T nw, || nw, T2) 2 T 2 nw,

bn:4—a 1 { ! sin(nn)—zcos(nn)}
T nw, | nw, 2

n

b _da_l Icos(mc)

T nw,
2a
b, = cos(nm)=— cos(nm)
nw, fidd
T
b, = icos(mr)
nm
—£ n =2k
b =| Dm
al n=2k+1
nn
dir. Seri
= Z b, sin(nw t)
n=l
n 1 2 3 4 5
p &L _art aT  aT  al
"on 27 3n 47 5T

£(0) =" sin(w,t) =L sin(2w,t)+ 2L sin(w,t)- - sin(dnwyt)+ oo
i 275 3n 4

—Ti e —sm (nw,t)
T h=l

olarak bulunur.
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3.3 2L) DONEMLI iSLEVLERIN FOURIER SERIiSI

(-L,L) araliginda tanimlanmis (2L) donemli bir islev kosiniis ve siniis terimleri igeren bir
seriye acilabilir. (0,L) araliginda tanimlanmis (L) donemli bir islev ise yanliz kosiniis veya
yalniz siniis serisine agilir. t yerine

L ML (3.10)
T L L

dontistimleri yapilirsa

T

£(t)= f[ﬁ} - 4lx) (3.11)

elde edilir. T degiskeninin ¢(t) islevi (-m,m) aralifinda tanimlanmis 2t donemli bir islevdir.
¢(t) nun FS ve katsayilari:

(1)(1:) = %ao + i [a, cos(m:)+ b, sin(m:)] (3.12)

a, :ljfd)(r)dr (3.13)
L -7

a, = ! JTE(I)(T)cos(m:)dr (3.14)
n -7

b, = ! f¢(r)sin(m)dr (3.15)
Tc -7

bagmtilarinda;

T= mt , dt= Edt

L L

doniisiimleri yapilip (3.13), (3.14) ve (3.15) bagintilarinda yerine yazilir (bu bagmtilardaki
tiimlevin sinirlar1 da -n—-L, n—L olacak sekilde degisir).

15 (nt\n
a, = ;{¢(fjfdt
L 1
f(t)

1 L
2 =1 [£(t)dt (3.16)

-L
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1§ nmt
a, =— | f(t)cos| — |dt 3.17
=1 [0 ™ a7
ve benzer sekilde de,
1§ nrt
b =— | f(t)sin| — |dt 3.18
=] ( 5 j (3.18)
elde edilir. Boylece (-L,L) araliginda Dirichlet kosullarin1 saglayan f{(t) islevi i¢in FS:

a - nmt nnT
f(t)=—"+)> a_cos| — |+b_sin| —— 3.19
0=+ Sreof i 1) 619
veya kisaca:
£(t)=2+3"C, cofl 4, (3.20)
2 5 L
olarak yazilir. n/L=wo konursa:

£(t)= %0 +3°C, coslow,t+¢ ) (3.21)

n=l
elde edilir. (3.21) bagmtisinda:

T A

n

dir. (3.21) esitliginde:

Ci cos(nwot + dn) : Fourier serisinin genel terimi.

Wo : Temel frekans.

Cn : Harmonigin genligidir ve hi¢ bir zaman (-) olamaz bu nedenle |Cn
olarak gosterilir.

On : Evre (faz) acisidir.

Ornek 3.3

(-1,1) araliginda tanimh f(t)=t-t2 islevinin donemini bulun (Sekil 3.6), islevin Fourier
katsayilarini hesaplayiniz.

Fonksiyon -1 ile 1 arasinda taniml1 olduguna gére donem

2L=2—->L=1
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dir. (3.16), (3.17) ve (3.18) kullanilarak

1 1 1 2 3
a, :%:[(t—tz)dt ::fltdt—:[tzdt:{%—%}:—g
1

a, = %I(t —tz)cos(mct)dt = _ 4cos(om) (n#0)

n’n’
b, = lj(t — t* )sin(nmt)dt = _ 2sin(nm)
" 17 - nmn
f(t) = —l + iz[cos(nt) - cos(ZTct) + cos(3nt) + } + z[sin(nt) - sin(2nt) + sin(3nt) + }
3 = 4 9 T 2 3

Ornek 3.4
Dénemli bir dalganin denklemi ve sekli asagida verilmektedir (Sekil 3.7). Islev tek bir islev
olduguna gore diger donemlerdeki seklini ¢iziniz FS ne aginiz.

2k
—t

f(t)=

O<t<£
2

%(L—t) L/2<t<L

Islev tek oldugundan diisey eksene gore ters bakisimlidir ve siniis serisine agilir (Sekil 3.8).
Bu nedenle (3.18) bagintis1 kullanilir.

a0=0, a,=0 dir.
1 L
—J-f sm( jdt
0
1 L/22k nrt r . ( nmt ]
== | Tt ( - jdt— | (L—t)sm(Tjdt

0 L/2

t‘*

1] 2k nmt t nmt
:f__ It sin ( L jdt— I (L- t)sm( L jdt_

L/2

dir. Bu bagintilarda, birinci tiimlevde

t=u , sn( jdt—dv
L
dt=du , Lcos(n—mj =v
nm L

degisken dontistimleri yapilip kismi integrasyon alinir.

25



L/2

L (nntj
b, =——tcos| —
nm L

t=0

15 (nnj [
=- cos| — |+ ——
nr 2 nmw

1 L/Z%

nmw L

0

2. tiimlev de benzer yol ile bulunur.

L

2
j (L- t)sin(n—mj dt = L
L 2nm

L/2

nm
COS| — |+ ———
(2j
1 |2k L nmn > .
b, =—{—|———cos| — |+——sin| —
L|L nrw 2 nm

1 {2k| L2 nmn |
+—9—| - cos| — [+ —=—
L|L nw 2 nm

3.4 FOURIER SERISININ TUREVI

(3.1) denklemi ile verilen FS nin tiirevi asagidaki gibi bulunur. f'(t), parcali siirekli ve

tiiretilebilir bir islev oldugundan f'(t) nin FS:

f'(t)= %oco + i [, cos(nw,t)+ B, sin(nw,t)]

n=1

seklinde olacaktir. ao, an ve Bn katsayilart hesaplanip (3.22) de yerine konursa f'(t) islevi ao, an

ve by cinsinden bulunur.

T/2

2 . 2
o = [£(t)dt= ¥f(1:)|ff/2

-T/2

:%[f(T/2)—f(—T/2)]:O . =0

2 T/2 '
a, =¥_%|’/;f (t)cos(nw,t)dt

dir. Bu bagintida

cos(nw,t)=u , dv=~(t)

—nw, sin(nw,t)dt = du ,

v ="1(t)
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dontistimleri yapilarak kismi integrasyon alinirsa;

2 T/2 2 T/2 T/2
o, =— If'(t)cos(nwot)dt = {—f(t)cos(nwot)dt +nw, J‘f'(t)sin(nwot)dt}
-T/2 T -T/2 -T/2
T/2
o, = [f(T /2)cos(nmt)—f(=T/2)cos(— nm)+nw, J-f' (t)sin(nwot)dt}
-T/2
(— (—
1 1

Elde edilir. Ayrica

2 T/2
b, =— jf'(t)sin(nwot)dt

n
T -T/2

oldugu bilinmektedir. Buradan da,

T T/2

—b, = jf'(t)sin(nwot)dt

2 -T/2

bulunur.

O(‘n = {[f(T/Z)—f(—T/2)]+ 1’n}vO %bn} = %HWO %bn = nWObn

olarak elde edilir.

B, = E TJ/.zf'(t)sin(nwot)dt

-T/2

tlimlevi de ayni yol ile alinirsa 3, = —nw,a, bulunur.

Bunlara gore (3.22) bagintisi, yani FS nin tiirevi f'(t),

f'(t)= i [nw,a, sin(nw,t)+nw,b, cos(nw,t)] (3.23)

n=1

seklinde elde edilir. (3.23) bagintisindan anlasilacagi gibi FS nin tilirevi; serinin Fourier
katsayilarmin £nwy ile ¢arpilmasindan bulunur. n in artan degerine karsilik a, ve b, yeterince
kiigiik olmaz ise baslangigtaki seri yakinsak olmasina karsin elde edilen seri 1raksak olur.

Odevler

1. Ornek 3.2 yi cift islev olarak ¢oziiniiz.
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2. Tf(t)dt :2T f(t)dt

oldugunu gosteriniz.

3. (-m,m) araliginda f (t) = |t| ve f(t+2m)=f(t) olarak tanimlanan islevin FS ni bulunuz.

4. {(t), (-T/2,T/2) araliginda T ile donemli bir islevdir. Eger f(t) islevinin tek ve cift bilesenleri
fi(t), fo(t) ise

fQ (t) = %ao + i o, cos(nwot)[+]

n=1

£.(t)=> b, sin(ow,t)

n=1

oldugunu gosteriniz.
5. Herhangi bir f(t) islevi tek ise |f (tx nin ¢ift oldugunu gosteriniz.
6. Asagidaki islevleri tek ve ¢ift bilesenlerine ayiriniz.

a. exp(t) b. trl c. tsin(t)—sin(2t)
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